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第五章  导数 

说明：导数与微分是两个十分重要的概念，数学分析主要任务是研究函数的各种性态及函数值的计算或近似计算，

导数和微分是解决这些问题的有效工具．  

§5．1 导数 

一、实例 

1． 瞬时速度 

设质点P 沿直线作变速运动，运动规律 )(tSS  ，求质点P 在时刻 0t 的瞬时速度 0( )v t ．从 0t 到

tt 0 一段时间内，质点 P 所走过的路程为 )()()( 000 tSttStS  ．从而平均速度为 

t

tSttS

t

S
v











)()( 00 ,当 | |t 愈小，则平均速度
t

S
v




 就愈接近瞬时速度 0( )v t ，因而当

t 0 时，平均速度的极限就是瞬时速度，即 0( )v t ＝
0

lim
t  t

S




＝

0
lim
t  t

tSttS



 )()( 00 ． 

2． 切线的斜率 

设函数 )(xfy  ， ],[ bax ．求曲线上 ))(,( 00 xfxP 点切线的斜率．切线定义：曲线上 QP, 两

点 作 成 的 割 线 ， 当 Q 点 沿 曲 线 无 限 接 近 P 点 时 的 极 限 位 置 ． 割 线 PQ 的 斜 率 ： 

x

xfxxf

x

f
k











)()( 00 ,曲线上 ))(,( 00 xfxP 点切线的斜率 0
0

( ) lim
x

f
k x

x 






0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

 



． 

二、导数的概念 

定义 设 ( )y f x 在 0( )U x 有定义，在 0x 自变量 x 的改变量是 0x x x   ，相应函数的改变量

是 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x f x f x x f x      ，若
0

0 0 0

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x

f x x f x f x f xy

x x x x    

  
 

  
存在，

称函数 ( )f x 在 0x 可导，此极限称为函数 ( )f x 在 0x 的导数（或微商）．表为 0( )f x 或
0

dy

x xdx 
．即

0

0 0 0
0

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim ( )
x x x x

f x x f x f x f xy
f x

x x x x    

  
  

  
．若此极限不存在，称函数 ( )f x 在

0x 不可导． 
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定义 若 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x    

 


 
（ 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x    

 


 
）存在，称

函数 ( )f x 在 0x 右可导（左可导），极限称为右导数（左导数），记为 0( )f x
 （ 0( )f x

 ），有时也记

为 0( 0)f x  （ 0( 0)f x  ）． 

易见， ( )f x 在
0x 可导等价于 ( )f x 在

0x 左、右可导都存在且相等． 

曲线切线的斜率是函数 ( )y f x 对自变量 x 的导数．（这也是导数的几何意义） 

定理 1 若 ( )f x 在
0x 可导，则 ( )f x 在

0x 必连续． 

证 明  由 于 ( )f x 在 0x 可 导 ， 则
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )
x x

f x f x
f x

x x





， 则 0 , 0      ，

0: 0 | |x x x     ，有 0
0

0

( ) ( )
| ( ) |

f x f x
f x

x x



 


，即 

0 0 0 0 0| ( ) ( ) | | | | ( ) || | ( | ( ) |)f x f x x x f x x x f x           

故 ( )f x 在
0x 连续． 

注记： ( )f x 在 0x 可导，即 0
0

lim ( )
x

y
f x

x 





，则 0( ) ( )y f x x x     ，显然可导必连续．反

之不成立，例如 | |y x 在 0x  连续，但不可导． 

定义 若函数 ( )y f x 在区间 I 的每一点都可导，则称函数 ( )f x 在区间 I 可导， ( )f x 称为 ( )f x

在 I 的导函数，简称导数，记为 ( )f x 或 y或
dy

dx
． 

例 1 求 ( )f x c 的导数． 

解  0x R  ， x ，有 0 0( ) ( ) 0y f x x f x c c       ，则
0

lim 0
x

y

x 





，故函数 ( )f x c

在 R 上的每一点可导，且导数为零．即 ( ) 0c   ． 
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例 2 求 ( ) nf x x 的导数． 

解  
0x R  ， x ，有 

1 2 2 2

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )n n n n n

ny f x x f x x x x nx x C x x x               

所以 1 2 2 1 1

0 0 0
0 0

lim lim( )n n n n

n
x x

y
nx C x x x nx

x

   

   


     


，即函数 ( ) nf x x 在 R 上的每一点

可导，且导数为
1nnx 
，或

1( )n nx nx   ． 

例 3 求 ( )f x x 的导数． 

解 (0, )x   ， x ，有 ( ) ( )y f x x f x x x x       ，所以 

0 0 0

1 1
lim lim lim

2x x x

y x x x

x x x x x x     

  
  

   
 

即函数 ( )f x x 在 (0, ) 上的每一点可导，且导数为
1

2 x
，即

1
( )

2
x

x
  （ (0, )x  ）． 

例 4 求 ( ) sinf x x 的导数． 

解 ( , )x    ， x ，有
2 2

( ) ( ) sin( ) sin 2cos sin
2 2

x x x
y f x x f x x x x

 
        ，

则
0 0 0

2 2 2
2cos sin sin

22 2 2lim lim lim cos cos
2

2

x x x

x x x x
y x x

x
xx x     

  
 

  
 

，即函数 ( ) sinf x x

在 ( , )  上的每一点可导，且导数为 cos x ，即 (sin ) cosx x  ．同样的方法可以计算的

(cos ) sinx x   ． 

例 5 求 ( ) log (0 1, 0)af x x a x    的导数． 
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解 (0, )x   ， x ，有 

( ) ( ) log ( ) log log log (1 )a a a a

x x x
y f x x f x x x x

x x

 
           

所以
0 0 0

log (1 )
1 1

lim lim lim log (1 )
ln

xa
x

a
x x x

x

y xx

x x x x x a


     




 
   

 
，即函数 ( ) logaf x x 在 (0, )

上的每一点可导，且导数为
1

lnx a
，即

1
(log )

ln
a x

x a
  ，特别地，

1
(ln )x

x
  ． 

例 6 设

2 1
sin , 0

( )

0,            0

x x
f x x

x




 
 

，求 (0)f  ． 

解 
0 0

( ) (0) 1
(0) lim lim sin 0

x x

f x f
f x

x x 


    ． 

例 7 证明 函数

1
sin , 0

( )

0,          0

x x
f x x

x




 
 

在 0x  不可导，但连续． 

证明 ( )f x 在 0x  连续显然．因为
( ) (0) 1

sin
f x f

x x


 ，由于当 0x 时，

1
sin

x
不存在极限，

所以函数 ( )f x 在 0x  不可导． 

例 8 证明 3( )f x x 在 0x  不可导． 

证明 由于
3

0 0

( ) (0)
lim lim
x x

f x f x

x x 


  ，所以 3( )f x x 在 0x  不可导． 

§5．2  求导法则与求导公式 

一、导数的四则运算 

定理 1 若函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 可导，则函数 ( ) ( )u x v x 在 x 可导，且 

( ( ) ( )) ( ) ( )u x v x u x v x     ． 
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证明 
0

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
lim
x

u x x v x x u x v x

x 

    


 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim( ) ( ) ( )
x

u x x u x v x x v x
u x v x

x x 

   
    

 
 

即函数 ( ) ( )u x v x 在 x 可导，且 ( ( ) ( )) ( ) ( )u x v x u x v x     ． 

例 1 求函数 ( ) sin 5f x x x   的导数． 

解 
1

( ) ( sin 5) ( ) (sin ) (5) cos
2

f x x x x x x
x

            ． 

定理 2 若函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 可导，则函数 ( ) ( )u x v x 在 x 可导，且 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x    ． 

证明   由于函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 可导，则在 x 连续，所以 

0

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
lim
x

u x x v x x u x v x

x 

  


 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim( ( ) ( ) )
x

u x x u x v x x v x
v x x u x

x x 

   
  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x    

即函数 ( ) ( )u x v x 在 x 可导，且 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x    ． 

应用归纳法可将定理 2 推广到任意有限个函数乘积的导数． 

若函数 1 2( ), ( ), , ( )nu x u x u x 在 x 都可导，则 1 2( ) ( ) ( )nu x u x u x 可导，且 

1 2 1 2

1

( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n i n

i

u x u x u x u x u x u x u x


  ． 
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特别地常数与函数乘积的导数等于常数乘函数的导数． 

例 2 求函数 ( ) sinf x x x 的导数． 

解 
sin

( ) ( sin ) ( ) sin (sin ) cos
2

x
f x x x x x x x x x

x
        ． 

例 3 求函数
5

2( ) 5log 2f x x x  的导数． 

解 
5 5 4

2 2

5
( ) (5log 2 ) (5log ) (2 ) 10

ln 2
f x x x x x x

x
         ． 

定理 3 若函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 可导，且 ( ) 0v x  ，则函数
( )

( )

u x

v x
在 x 可导，且 

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u x u x v x u x v x

v x v x

    
 

 
． 

证明 由于函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 可导，所以函数 ( )u x 与 ( )v x 在 x 连续以及 ( ) 0v x  ，故 

0

( ) ( )

( ) ( )
lim
x

u x x u x

v x x v x

x 

 


 


 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )x

u x x v x v x x u x

xv x x v x 

  


 
 

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

lim
( ) ( )x

u x x u x v x x v x
v x u x

x x

v x x v x 

   


 


 

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

u x v x u x v x

v x

 
 ． 
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函数
( )

( )

u x

v x
在 x 可导，且

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u x u x v x u x v x

v x v x

    
 

 
． 

特别地， ( )v x 在 x 可导，且 ( ) 0v x  ，则
2

1 ( )

( ) ( )

v x

v x v x

   
 

 
． 

例 4 求正切函数 tan x与余切函数cot x的导数． 

解 
2

2 2

sin (sin ) cos sin (cos ) 1
(tan ) sec

cos cos cos

x x x x x
x x

x x x

   
     

 
； 

2

2 2

cos (cos ) sin cos (sin ) 1
(cot ) csc

sin sin cos

x x x x x
x x

x x x

   
       

 
． 

例 5 求正割函数sec x与余割函数csc x 的导数． 

解  
2 2

1 (cos ) sin
(sec ) sec tan

cos cos cos

x x
x x x

x x x

  
     

 
． 

2 2

1 (sin ) cos
(csc ) csc cot

sin sin sin

x x
x x x

x x x

  
       

 
 

二、反函数的求导法则 

定理 4 若函数 ( )f x 在 x 的邻域连续，并严格单调，函数 ( )y f x 在 x 可导，且 ( ) 0f x  ，则

它的反函数 ( )x y 在 ( ( ))y y f x 可导，且
1

( )
( )

y
f x

 


． 

证明  由于函数 ( )f x 在 x 的邻域连续，并严格单调，则 0x   ( )y f x x    

( ) 0f x  ．且 ( ) ( ( )) , ( )y y f x x x x y x        ，因此 

0 0 0

( ) ( ) 1 1
lim lim lim

( ) ( )( ) ( ) ( )y x x

y y y x

f x x f xy f x x f x f x

x

 

     

  
  

    



． 
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例 6 求指数函数 (0 1)xy a a   的导数． 

解 令 logax y ，则
1 1

( ) ln ln
1

(log )
ln

x x

a

y a y a a a
d

y
dy y a

      ．即： ( ) lnx xa a a   

特别地， ( )x xe e  ． 

例 7 求反三角函数 arcsin ,arccos ,arctan ,arccoty x x x x 的导数． 

解 令 sinx y ，则
2 2

1 1 1 1
(arcsin )

cos 1 sin 1(sin )

x
d y y xy
dy

    
 

． 

即
2

1
(arcsin )

1
x

x
 


． 

同理：
2

1
(arccos )

1
x

x
  


，

2

1
(arctan )

1
x

x
 


，

2

1
(arccot )

1
x

x
  


． 

三、复合函数的求导法则 

定理 5 若函数 ( )y f u 在u 可导，函数 ( )u x 在 x 可导，则复合函数 ( ( ))y f x 在 x 也可

导，且 ( ( ( ))) ( ) ( )f x f u x    ，或
dy dy du

dx du dx
 ． 

证明  由于函数 ( )y f u 在 u 可导，则 ( ) ( ) ( ) ( )y f u u f u f u u u        ，令

( ) ( )u x x x     ，则 

( ( )) ( ( )) ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))y f x x f x f u x x x x x x                （*） 

由于 ( )u x 在 x 可导，则 ( )u x 在 x 连续，故 0 ( ) ( ) 0x u x x x        ．若当

0x  时，有 ( ) ( ) 0u x x x      ，在（*）式两边除 x 并令 0x  取极限，有 
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0 0 0

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
lim ( ) lim lim ( ) ( )

( ) ( )x x x

y x x x x x x x x x
f u f u x

x x x x x x

      


      

      
    

    
． 

若当 0x  时，有 ( ) ( ) 0u x x x      ，则 ( )( ( ) ( ))y f u x x x     ，式两边除 x 并

令 0x  取极限，有
0 0

( ) ( )
lim ( ) lim ( ) ( )
x x

y x x x
f u f u x

x x

 


   

  
   

 
． 

例 8 求函数 sin5y x 的导数． 

解 (sin5 ) cos5 (5 ) 5cosy x x x x     ． 

例 9 求对数函数 ln( )( 0)y x x   的导数． 

解 
1 1

(ln( )) ( )y x x
x x

      


． 

从而有
1

(ln | |) ( 0)x x
x

   ． 

例 10 幂函数 ( 0)y x x  （ 是实数）的导数． 

解  
l n l n 1( ) ( ) ( l n )x xy x e e x x x

x

    
          ． 

例 11 求幂指函数
( )( ( )) xy f x  的导数． 

解      ( ) ( )ln ( ) ( )ln ( )( ( )) ( ) ln ( )x x f x x f xy f x e e x f x          

( ) ( ) ( )
( ( )) ( ( ) ln ( ) )

( )

x x f x
f x x f x

f x

 



  ． 

例 12 求函数 y shx 与 y chx 的导数 

解 ( )
2 2

x x x xe e e e
y shx chx

   
     

 
， 
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( )
2 2

x x x xe e e e
y chx shx

   
     

 
． 

例 13 求函数 y thx 与 cothy x 的导数． 

解 

2 2

2 2 2

( ) ( ) 1
( )

shx shx chx shx chx ch x sh x
y thx

chx ch x ch x ch x

    
      

 
． 

同理
2

1
(coth )y x

sh x
    ． 

四、初等函数的导数 

基本初等函数的求导公式 

1． ( ) 0c   ，其中c是常数． 

2．
1( )x x    ，其中 是常数，特别地

2

1 1

x x

 
  

 
，

1
( )

2
x

x
  ． 

3．
1

(log )
ln

a x
x a

  ，
1

(ln )x
x

  ． 

4． ( ) lnx xa a a  ， ( )x xe e  ． 

5．   (sin ) cosx x  ； (cos ) sinx x   ；
2

2

1
(tan ) sec

cos
x x

x
   ； 

2

2

1
(cot ) csc

sin
x x

x
     ； (sec ) tan secx x x  ； (csc ) cot cscx x x   ； 

6．  
2

1
(arcsin )

1
x

x
 


；

2

1
(arccos )

1
x

x
  


； 

2

1
(arctan )

1
x

x
 


；

2

1
(arccot )

1
x

x
  


； 

7． ( )shx chx  ； ( )chx shx  ；
2

1
( )thx

ch x
  ；

2

1
(coth )x

sh x
   ． 
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初等函数是由基本初等函数经过有限次四则运算与复合运算得到，所以初等函数在其定义域可

导． 

例 14 求函数 3tan lny x 的导数． 

解 

6
3 6 sec ln

(tan ln ) sec ln (ln )
x

y x x x
x

     ． 

例 15 求函数 ln ln lny x 的导数． 

解 
(ln ln ) (ln ) 1

(ln ln ln )
ln ln ln ln ln ln ln ln

x x
y x

x x x x x x

 
    

  
． 

例 16  求函数
2

1 2
arctan

2 1

x
y

x



的导数． 

解 

2

22 2 4

2

1 2 1 1 2 1
arctan

2 1 2 1 12
1

1

x x x
y

x x xx

x

     
      

      
  

 

． 

例 17 求函数
1
2(1 sin )xy e  的导数． 

解  

1 1
2 2

1 1
12 2
2

(1 sin ) (1 sin )
(1 sin ) (1 sin ) cos

( ) ((1 sin ) ) (1 sin )
2 1 sin 2 1 sin

x x
x x e xe

y e e x x
x x

 
          

 
． 

例 18 求函数
2ln( 1 )y x x   的导数． 

解 

2 2
2

2 2 2 2

( 1 ) 1 (1 ) 1
(ln( 1 )) (1 )

1 1 2 1 1

x x x
y x x

x x x x x x

   
       

     
． 

例 19  求函数
2 3sin(cos ( ))y x x  的导数． 

解  
2 3 2 3 2 3(sin(cos ( ))) cos(cos ( ))(cos ( ))y x x x x x x        

2 3 3 32cos(cos ( ))cos( )(cos( ))x x x x x x       

2 3 3 3 32cos(cos ( ))cos( )sin( )( )x x x x x x x x        
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2 3 3 3 22cos(cos ( ))cos( )sin( )(3 1)x x x x x x x      ． 

 

§5．3  隐函数与参数方程求导法则 

一、隐函数的求导法则 

定义 设有两个非空集合 A与 B ，若 x A  ，由二元方程 ( , ) 0F x y  对应唯一一个 y B ，则

称此对应关系 f （或写为 ( )y f x ）是二元方程 ( , ) 0F x y  确定的隐函数． 

求由二元方程 ( , ) 0F x y  确定的隐函数 ( )y f x 的导，只须在方程 ( , ) 0F x y  两边对 x 求导，

把 y 看成是 x 的函数即可． 

例 1 求
23 5 7 0xy x y    所确定的隐函数的导数． 

解 在
23 5 7 0xy x y    两边对 x 求导，得 6 5 0y xy x y     ，即

6

5

y x
y

x


 


． 

例 2 求
ye xy 所确定的隐函数的导数． 

解  在
ye xy 两边对 x 求导，得

yy e xy y   ，解得
y

x
y

e y
 


． 

例 3 证明：过双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  上一点 0 0( , )x y 的切线方程是 0 0

2 2
1

xx yy

a b
  ． 

证明 当 0 0y  时，在
2 2

2 2
1

x y

a b
  的两边对 x 求导，得

2 2

2 2
0

x yy

a b


  ，则

0

2

0

2

0

|x x

b x
y

a y


  ，从而

点 0 0( , )x y 的切线方程是：
2

0
0 02

0

( )
b x

y y x x
a y

   ，则
2 2

0 0 0 0

2 2 2 2
1

xx yy x y

a b a b
    ． 

当 0 0y  时， 0x a ，此时的切线为 x a ，也满足结论． 
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例 4 证明：抛物线 (0 )x y a x a    上任一点的切线在两坐标轴上的截距的和等于a ． 

证明  在 x y a  两边对 x 求导，得
1

0
y

x y


  ，则

y
y

x
   ，则抛物线

x y a  上一点 ( , )x y 处的切线方程为 ( )
y

Y y X x
x

    ，从而在两坐标轴上的截距分别

为 y xy 和 x xy ，从而它们的为
22 ( )x xy y x y a     ． 

在计算比较复杂的函数的导数是，可以在函数两边取对数，再利用隐函数求导法则计算．即：在

( )y f x 两边取对数的 ln ln ( )y f x ，然后两边对 x 求导，这样可以简化计算． 

例 5 求函数
2

3
x

y
x a




的导数． 

解 两边取对数得
1

ln (2ln ln( ))
3

y x x a   ，两边对 x 求导，有
1 2 1 2

( )
3 3 ( )

y x a

y x x a x x a

 
  

 
，

则
2

3
2

3 ( )

x x a
y

x a x x a


 

 
． 

例 6 求幂指函数 ( 0)xy x x  的导数． 

解 两边取对数得 ln lny x x ，两边对 x 求导，有 ln 1
y

x
y


  ，则 (ln 1)xy x x   ． 

二、参数方程的求导法则 

参数方程的一般形式是
( )

,   
( )

x t
t

y t


 




 


． 

若 ( )x t 与 ( )y t 都可导，且 ( ) 0t  ，又 ( )x t 存在反函数
1( )t x ，则 y 是 x 的复

合函数，即
1( ), ( )y t t x   ，由复合函数的求导法则，有

1 ( )
( )( ( ))

( )

dy dy dt t
t x

dx dt dx t


 



 
   


． 
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例 7 求椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
  上一点 ( , )

2 2

a b
的切线斜率． 

解  令椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
  的参数方程为

cos
,0 2

sin

x a

y b


 




 


，则点 ( , )

2 2

a b
对应的参数

4


  ．由于

4 4 4 4

| cos | , | sin |
2 2

b a
y b x a   

   
 

   

       ，所以，点 ( , )
2 2

a b
的切线

斜率
y b

k
x a


  


． 

例 8 设炮弹的弹头初速度是
0v ，沿着与地面成 角的方向抛射出去，求时刻 0t 时弹头的运动方

向．（忽略空气阻力、风向等因素）． 

解  炮弹在空中飞行的参数方程为
0

2

0

cos

1
sin

2

x v t

y v t gt









 


，则在 0t 时弹头水平方向的速度为

0cos
dx

v
dt

 ，竖直方向的速度为
0 0sin

dy
v gt

dt
  ，设 0t 时弹头的运动方向与水平方向的夹角为

 ，则 0 0 0

0 0

sin
tan tan

cos cos

v gt gtdy

dx v v


 

 


    ， 0

0

arctan(tan )
cos

gt

v
 


  ． 

 

§5．4  微分 

一、微分的概念 

定义 若函数 ( )y f x 在 0x 的改变量 y 与自变量的改变量 x 有如下关系 ( )y A x x     ，

其中 A 是与 x 无关的常数，称函数 ( )f x 在 0x 可微， A x 称为函数 ( )f x 在 0x 的微分，记为

 dy A x  ． A x 也称为线性主部． 

由于自变量 x 的改变量 x 与微分dx相等，因此，函数的微分也记做  dy Adx ． 

微分的几何意义：微分是曲线 ( )y f x 在 ( , )x y 处的切线对应的改变量．用微分dy 近似地代替

改变量 y ，从几何上看就是用切线的改变量近似地代替函数的改变量（以直代曲）． 
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定理 1 函数 ( )f x 在
0x 可微函数 ( )f x 在

0x 可导． 

证明  必要性  ( ) 函数 ( )f x 在
0x 可微，则

0 0( ) ( ) ( )y f x x f x A x x        ，则

0 0

( )
lim lim
x x

y A x x
A

x x   

   
 

 
，故函数 ( )f x 在 0x 可导，且 0( )f x A  ． 

充分性 ( ) 函数 ( )f x 在
0x 可导，即 0 0

0
0 0

( ) ( )
lim lim ( )
x x

f x x f xy
f x

x x   

 
 

 
，则 

0( )
y

f x
x




 


，其中
0

lim 0
x


 

 ，则 0 0( ) ( ) ( )y f x x x f x x x          ，则函数 ( )f x 在

0x 可微，且 0( )f x A  ． 

二、微分的运算法则和公式 

已知可导和可微是等价的，且  dy y dx ． 

从而有：若函数 ( )u x 与 ( )v x 可微，则 

1． ( ( )) ( )d cu x cdu x ，其中c为常数； 

2． ( ( ) ( )) ( ) ( )d u x v x du x dv x   ； 

3． ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )d u x v x v x du x u x dv x   ； 

4． 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

u x v x du x u x dv x
d

v x v x


 ． 

求微分公式： 

1． , 0y c dy  ，其中c是常数． 

2．
1,y x dy x dx    ，其中 是常数；

2

1
,

dx
y dy

x x
   ； ,

2

dx
y x dy

x
  ． 



 84 

3． log , ; ln ,
ln

a

dx dx
y x dy y x dy

x a x
    ； 

4． , ln ; ,x x x xy a dy a adx y e dy e dx    ； 

5． sin , cos , cos , siny x dy xdx y x dy xdx     ； 

2 2
tan , ; cot ,

cos sin

dx dx
y x dy y x dy

x x
     ． 

6．
2 2

arcsin , ; arccos ,
1 1

dx dx
y x dy y x dy

x x
    

 
； 

2 2
arctan , ; arccot ,

1 1

dx dx
y x dy y x dy

x x
    

 
． 

设 ( ), ( )y f u u g x  ，则复合函数 ( ( ))y f g x 的微分为： ( ) '( ) '( ( )) '( )dy f g x dx f g x g x dx  ，

'( )dy f u du ．把 '( )dy f u du 与 '( )dy f x dx 相比较，虽然 x 是自变量，u 是中间变量，但两

者形式上是一样的，这一性质称为一阶微分形式的不变性． 

三、微分在近似计算上的应用 

例 1 求 tan31 的近似值． 

解 由于 tany x 在 0
6

x


 处可微，取
180

x


  ，而
0 0

2

6 6

1 4
| |

cos 3x x
y

x
 

 

   ，
3

tan
6 3


 则

0
6

3 4
tan31 tan | ( ) 0.60062

6 3 3 180x
y x x

 



         ． tan31 的精确值为0.6008606 ． 

例 2 求 3 131 、 5 34 的近似值． 

解 当 | |x 很小时，有
1

(1 ) 1n
x

x
n

   ，因此有： 

1
33 3 6 2

131 125 6 5(1 ) 5(1 ) 5.08
125 125

       （精确值为5.078753 ）； 

1
55 5 1 1

34 32 2 2(1 ) 2(1 ) 2.025
16 80

       （精确值为2.024397 ）． 
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§5．5  高阶导数与高阶微分 

一、高阶导数 

定义 函数 ( )f x 的导函数 ( )f x 在 x 的导数称为函数 ( )f x 在 x 的二阶导数，记为 ( )f x ，即

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x 

   
 


，二阶导数 ( )f x 在 x 的导数称为函数 ( )f x 在 x 的三阶导数，记

为 ( )f x ．一般地，函数 ( )f x 的 1n 阶导数在 x 的导数称为函数 ( )f x 在 x 的 n 阶导数，记为

( ) ( )nf x ，即
( 1) ( 1)

( )

0

( ) ( )
( ) lim

n n
n

x

f x x f x
f x

x

 

 

 



． 

二阶与二阶以上导数统称为高阶导数，有时，高阶导数也记为
2 3

2 3
, , ,

n

n

d y d y d y

dx dx dx
． 

例 1  求
1

0 1 0( ) ( 0)n n

nP x a x a x a a     的各阶导数． 

解 利用高阶导数的定义直接计算得： 

1 2

0 1 2 1( ) ( 1) 2n n

n nP x na x n a x a x a 

 
       ； 

2 3

0 1 3 2( ) ( 1) ( 1)( 2) 6 2n n

n nP x n n a x n n a x a x a 

 
         ； ； 

( )

0 1( ) ( 1) ( 1) ( 1) 2 ! (1 1)i n i

n i n iP x n n n i a x i i a x i a i n

             ； 

( )

0( ) !nP x n a ；
( ) ( ) 0( 1)kP x k n   ． 

例 2  求 ( ) axf x e （a 为常数）的n 阶导数． 

解 利用高阶导数的定义直接计算得： 

( ) axf x ae  ；
2( ) axf x a e  ；一般地，

( ) ( )n n axf x a e ． 
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例 3  求 ( ) sinf x x 的n 阶导数． 

解 利用高阶导数的定义直接计算得： ( ) cos sin( )
2

f x x x


    ； 

2
( ) cos( ) sin( )

2 2
f x x x

 
     ；一般地，

( ) ( 1)
( ) cos( ) sin( )

2 2

n n n
f x x x

 
    ． 

例 4  求 ( ) cosf x x 的n 阶导数． 

解 利用高阶导数的定义直接计算得： ( ) sin cos( )
2

f x x x


     ； 

2
( ) sin( ) cos( )

2 2
f x x x

 
      ；一般地，

( ) ( 1)
( ) sin( ) cos( )

2 2

n n n
f x x x

 
      

例 5  求 ( ) ln(1 )f x x  的n 阶导数． 

解 
11

( ) (1 )
1

f x x
x

   


，
2( ) (1 )f x x     ，一般地，

( ) 1( ) ( 1) ( 1)!(1 )n n nf x n x     ． 

例 6  求 ( ) (1 ) ( )f x x R    的n 阶导数． 

解 
1( ) (1 )f x x     ，

2( ) ( 1)(1 )f x x       ，一般地，
( ) ( ) ( 1) ( 1)(1 )n nf x n x         ． 

二、莱布尼茨公式 

定理（莱布尼茨公式）  若u 与v都是 x 的函数，且n 阶可导，则
( ) ( ) ( )

0

( )
n

n i n i i

n

i

uv C u v



 ． 

证明 利用数学归纳法来证明． 

假设当n k 时结论成立，即
( ) ( ) ( )

0

( )
k

k i k i i

k

i

uv C u v



 ，则 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( ) ( ) ( 1)

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
k k k

k i k i i i k i i i k i i i k i i

k k k k

i i i

uv C u v C u v C u v C u v      

  

        
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( 1 ) ( ) 1 ( 1 ) ( ) (0) ( 1) ( 1 ) ( ) 1 (0) ( 1)

1 1

0 0

( )
k k

i k i i i k i i k k i k i i k k

k k k k k

i i

C u v C u v C u v C u v C u v         

 

 

       

1
( 1 ) ( )

1

0

k
i k i i

k

i

C u v


 





 ． 

即当时，结论也成了．由数学归纳法知结论成立． 

例 7 设
2 2xy x e ，求

(20)y ． 

解 记
2 2, xu x v e  ，则 2u x  ， 2u  ，

( ) 0( 3)iu i  ；
( ) 22j j xv e ，故由莱布尼茨公式

知 

20
(20) (20 ) ( ) 18 (18) 19 (19) 20 (20)

20 20 20 20

0

i i i

i

y C u v C u v C u v C uv



      

18 2 19 2 20 2 2 20 2 220 19
2 2 20 2 2 2 2 (95 20 )

2

x x x xe xe x e x x e


          ． 

例 8 设
2 cosy x x ，求

(50)y ． 

解 记
2 , cosu x v x  ，则 2u x  ， 2u  ，

( ) 0( 3)iu i  ；
( ) cos( )

2

j j
v x


  ，故由莱布

尼茨公式知 

50
(50) (50 ) ( ) 48 (48) 49 (49) 50 (50)

50 50 50 50

0

i i i

i

y C u v C u v C u v C uv



      

250 49 48 49 50
2cos( ) 50 2 cos( ) cos( )

2 2 2 2
x x x x x

  
         

22450cos 100 sin cosx x x x x   ． 

例 9 称
21

( ) ( 1)
2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
  为勒让德次多项式，求 (1)nP 与 ( 1)nP  ． 
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解 记 ( 1) , ( 1)n nu x v x    ，则 ( ) ( 1) ( 1)( 1)i n iu n n n i x      ， ( ) !nu n ， 

( ) ( 1) ( 1)( 1)i n iv n n n i x      ，
( ) !nv n ．故由莱布尼茨公式知： 

( ) ( )

0 0

1 1
( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)

2 ! 2 !

n n
i n i i i i n i

n n nn n
i i

P x C u v C n n i n n n i x x
n n

 

 

          ． 

因此，
1

(1) !2 1
2 !

n

n n
P n

n
  ，

1
( 1) !( 2) ( 1)

2 !

n n

n n
P n

n
     ． 

三、高阶微分 

定义 函数 ( )y f x 的微分 ( )dy f x dx （dx为常数）的微分，称微函数 ( )f x 的二阶微分，表

为
2d y．一般情况，函数 ( )f x 的 1n 阶微分

1nd y
的微分，称为函数 ( )f x 的 n 阶微分，表为

nd y．二

阶和二阶以上的微分统称为高阶微分． 

易见，
( ) ( )n n nd y f x dx ． 

注意： ( )n ndx dx 是自变量微分的 n 次方，
1( )n nd x nx dx 是函数

ny x 的微分，而
nd x 应

理解为 x 的n 阶微分． 

一阶 微分具有形式 不变性 ，即不论是对 中间变 量 u ，还是对自 变量 x ， 都有          

duufdy )( ， dxxfdy )( ．高阶微分是否也具有形式不变性呢? 

当 x 是自变量时，
nd y＝ ( ) ( )nf x ndx ，当u 是自变量时，

nnn duufyd )()(  是否仍成立？ 

设
xy e ，当 x 是自变量时有： 

2d y＝ xe 2dx ．又若
2x t ，则复合函数为

2ty e ，故，
2d y

＝
2

( )te  2dt ＝
2 22(2 4 )t te t e 2dt ．但  22 )2(

2

tdtedxe tx 224 tt e 2dt ．可见当 x 是中间变量时，

2d y＝ xe 2dx 不再成立，它少了一项
2 22 te dt ．所以高阶微分不再具有形式不变性． 

一般地若 ( )y f x ， ( )x g t ，由一阶微分形式不变性有， ( )dy f x dx ．由于这时 x 是中间

变量，故dx和 x 不再独立，它们都是自变量的函数，在求二阶微分时应该用乘积的微分法则，即 

                      
2d y＝ ( )f x 2dx ＋ ( )f x 2d x ． 

与 x 是自变量情形比较，它多了第二项，这就说明了高阶微分不具有形式不变性．因此，在带

有高阶微分的等式中，不能随便使用变量代入．这是高阶微分与一阶微分的重要差别． 
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